Prova scritta del 26/01/2016 by Caselli, Fabrizio
NOME E COGNOME:
MATRICOLA:
PROVA SCRITTA DI CCP/CPS, 26/01/2016
Esercizio 1. Quattro amici Ago, Ben, Cam e Don vanno al bar per fare qualche giro di aperitivi. Al primo
giro bevono tutti. Ad ogni giro seguente Ago e Ben prendono da bere con probabilità del 50% (indipendenti
l'uno dall'altro), Cam prende da bere se e solo se lo fa qualcun altro, e Don se e solo se bevono tutti gli altri.
La cosa si ripete ﬁnché in un giro nessuno vuole da bere. Poniamo X = numero di giri eﬀettuati,
Xi =
{
1 se il giro i viene eﬀettuato
0 altrimenti
Ai =
{
1 se Ago prende da bere al giro i
0 altrimenti
(1) Determinare la probabilità che Cam ordini da bere al secondo giro;
(2) determinare la probabilità che Don ordini da bere al terzo giro;
(3) determinare la densità e la media di X;
(4) determinare la probabilità che venga eﬀettuato il quarto giro;
(5) determinare P (A4 = 1|X4 = 1);
(6) (*) determinare il valore atteso per il numero di drink ordinati da Ago.
Soluzione (cenni).
(1) P (C2) = 1− 14 = 34 ;
(2) P (D3) =
3
4 · 14 = 316 ;
(3) X ∼ G˜( 14 ) e quindi E[X] = 4;
(4) P (X4 = 1) = (3/4)
3;
(5) P (A4 = 1|X4 = 1) = P (A4=1)P (X4=1) =
3
4 · 34 · 12
( 34 )
3 =
2
3 ;
(6) Sia A = A1 + A2 + · · · il numero di bevute di Ago. Si ha che A1 = 1 e per i > 1 si ha Ai ∼
B(1, (3/4)i−2 · 12 ) e quindi
E[A] = 1 +
∞∑
i=2
(3/4)i−2 · 1
2
= 1 +
1
2
1
1− 3/4 = 3.
Esercizio 2. Si consideri la funzione f : R→ R dipendente da un parametro reale a:
f(s) :=
{
3as2 + 1− a se 0 < s < 1
0 altrimenti.
(1) Stabilire per quali valori di a si ha che f è la densità continua di una variabile aleatoria X;
(2) Per questi valori di a determinare la funzione di ripartizione di X;
(3) Per questi valori di a determinare P (X > 3/4|X > 1/3).
Soluzione (cenni).
(1) Si ha ∫ +∞
−∞
f(s) ds =
∫ 1
0
(3as2 + 1− a) ds = 1
per ogni a ∈ R. Rimane quindi solo da imporre che f(s) ≥ 0 per ogni s. Si ha che f(s) è crescente
in [0, 1] se a > 0 e decrescente se a < 0. Basterà quindi imporre f(0) ≥ 0 e f(1) ≥ 0 da cui segue
− 12 ≤ a ≤ 1.
(2) Si ha per 0 < t < 1,
F (t) =
∫ t
0
(3as2 + 1− a) ds = at3 + (1− a)t
per cui
F (t) =

0 t < 0
at3 + (1− a)t 0 ≤ t ≤ 1
1 t > 1.
(3)
P (X > 3/4|X > 1/3) = P (X > 3/4)
P (X > 1/3)
=
1
4 +
21
64a
2
3 +
8
27a
.
Esercizio 3. Il numero di clienti di un piccolo locale per sera segue una densità di Poisson di media 10.
(1) Determinare la probabilità che in una sera ci siano 5 clienti;
(2) determinare la probabilità che in una sera ci siano almeno 10 clienti;
(3) determinare la probabilità che nei 30 giorni del prossimo mese ci siano mediamente almeno 10.2 clienti
per sera.
Soluzione (cenni)
(1) X ∼ P (10) per cui
P (X = 5) = e−10
105
5!
= 3.8%.
(2) P (X > 10) = 1 − P (X = 0) − · · · − P (X = 9) = 55%. In alternativa si può anche approssimare X
con una normale N(10, 10).
(3) Sia Y = numero di clienti in un mese. Si ha Y ∼ N(300, 300) per cui
P (Y ≥ 306) = P (ζ0 > 305.5− 300√
300
= P (ζ0 > 0.31) = 37%.
